
第 １ 章「確 率 過 程 と 時 系 列 モ デ ル」

１．確率過程 (Stochastic Process)

確率過程: 時点 t の添字をもつ確率変数 yt の系列全体のこと．{yt}で表す．
(a) 離散的確率過程：時点 t の集合が可算的な確率過程（通常は，t=1, 2, . . .)

(b) 連続的確率過程：時点 t の集合が連続的な確率過程（tは実数の集合の点)

以下では，主として離散的確率過程を考える．

確率変数と確率過程の違い： 確率過程 {yt}において，各時点 tを固定すれば時点 tにおける
確率変数 yt となる．ただし，確率過程からの n 個のデータ y1, · · ·, yn は各時点から 1個ずつ
得られるものである．

確率過程の期待値と分散

E(yt) = µt, V (yt) = σ2
t

のように，時点 tにおける期待値と分散は tに依存してもよい（非定常過程）．しかし，各時点
からデータが１個しか得られないので，µt や σ2

t を推定することは無意味となる．ただし，モ
デルを特定化すれば推定可能である（ランダム・ウォークモデル，ARCH モデルなど）．以下
では，モデルを導入する前に，まず，
=⇒ 確率過程のクラスを制限して考える．

Realization of AR(2) process
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２．定常過程 (Stationary Process)

定義： 確率過程 {yt}が定常過程であるとは，

E(yt) = µ (定数) Cov(ys, yt) = γ|s−t| (時間差のみに依存)

となることをいう．このとき，分散は一定となる．

定義： {yt}が定常過程のとき，γh = Cov(yt, yt−h)を時差 hの {yt}の自己共分散 (Autocovari-
ance) という．また，ρh = γh/γ0 を時差 h の自己相関 (Autocorrelation) という．自己相関は
測定単位に依存しない無名数であり，自己共分散よりも有用である．

Note: γh = γ−h, ρh = ρ−h, ρ0 = 1

定義：自己相関 γh を hの関数とみなしたものを自己相関関数 (acf)あるいはコレログラムと
いう．

例１： 　無相関で分散が一定の確率過程 (無相関過程，ホワイト・ノイズ)，すなわち

Cov(ys, yt) =

{
σ2 (s = t のとき)
0 (s �= t のとき)

となる {yt}は定常過程である．

例２： 　{yt}が i.i.d.(µ, σ2) の列ならば定常である．

（注） i.i.d.(µ, σ2)＝平均 µ，分散 σ2 の独立，同一分布に従う確率過程

例３： 　X と Y を互いに無相関で平均 0, 分散 σ2 の確率変数とし，λ を定数とするとき，

yt = X cosλt + Y sinλt

は定常過程となる．実際，E(yt) = 0で，

γh = Cov(yt, yt−h) = E(yt yt−h)

= E [(X cos λt + Y sinλt) (X cosλ(t− h) + Y sin λ(t− h))]

= σ2 [cos λt cosλ(t− h) + sinλt sinλ(t− h)]

= σ2 cosλh

となる．

３．定常な時系列モデルの例

以下，{εt} ∼ i.i.d.(0,σ2)とする．また，Lをラグ・オペレータ Lyt = yt−1, L
2yt = yt−2, · · ·

として，ラグ多項式

φ(L) = 1 − φ1L− φ2L
2 − · · · − φpL

p ,

θ(L) = 1 − θ1L− θ2L
2 − · · · − θqL

q ,
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を定義しておく．

(A) AR(p) モデル φ(L)yt = m + εt

yt = m + φ1yt−1 + · · · + φpyt−p + εt (1)

AR(p) モデルの定常性 (Stationarity) の条件： 特性方程式

φ(x) = 1 − φ1x− φ2x
2 − · · · − φpx

p = 0

の根の絶対値がすべて１より大きいこと（＝根がすべて単位円外にあること）．

例４：

1. AR(1) yt = m + φ1yt−1 + εt の定常性： |φ1| < 1

2. AR(2) yt = m + φ1yt−1 + φ2yt−2 + εt の定常性：φ2 + φ1 < 1, φ2 − φ1 < 1, −1 < φ2 < 1

定常な AR(p) モデルは MA(∞) 表現

yt = φ(L)−1(m + εt) = µ +
∞∑

j=0

πjεt−j, π0 = 1

をもつ．

AR(1) の場合:

yt =
1

1 − φ1L
(m + εt)

= [1 + φ1L + (φ1L)2 + · · · ](m + εt)

=
1

1 − φ1
m +

∞∑
j=0

φj
1εt−j

これより，

E(yt) =
1

1 − φ1

m, γ0 = V (yt) = σ2
∞∑

j=0

φ2
1 =

σ2

1 − φ2
1

定常な AR(p) モデルの平均，分散とコレログラム

平均の求め方: (1) の両辺の期待値を取ることにより，

µ = E(yt) = E(m + φ1yt−1 + · · · + φpyt−p + εt)

= m + µ(φ1 + · · · + φp)

=
m

1 − φ1 − · · · − φp

=
m

φ(1)
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Note: このとき，(1)は

yt − µ = φ1(yt−1 − µ) + · · · + φp(yt−p − µ) + εt (2)

あるいは

φ(L)(yt − µ) = εt

と表すことができる．

コレログラムの求め方： (2) 式の両辺に yt−j − µ (j > 0) をかけて期待値を取ると，

γj = φ1γj−1 + φ2γj−2 + · · · + φpγj−p

が得られる．そして，両辺を γ0 = V (yt)で割ることにより，

ρj = φ1ρj−1 + φ2ρj−2 + · · · + φpρj−p (3)

を得る．これは p 階の差分方程式であり，解くためには p 個の初期値が必要．そのために，(3)
において j=1,2, · · ·, p の場合を考えると，次の p 本の方程式 (Yule-Walker 方程式）が得ら
れる．

ρ1 = φ1 + φ2ρ1 + · · · + φpρp−1

ρ2 = φ1ρ1 + φ2 + · · · + φpρp−2

· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·

ρp = φ1ρp−1 + φ2ρp−2 + · · · + φp

行列表現では

Rφ = ρ ⇔




1 ρ1 . . . ρp−1

ρ1 1 . . . ρp−2
...

...
. . .

...
ρp−1 ρp−2 . . . 1







φ1

·
·
·
φp




=




ρ1

·
·
·
ρp




分散 γ0 の求め方： (2) 式の両辺に yt − µ をかけて期待値を取ると，

γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + · · · + φpγp + σ2

= γ0 (φ1ρ1 + φ2ρ2 + · · · + φpρp) + σ2

が得られる．これより，

γ0 =
σ2

1 − φ1ρ1 − φ2ρ2 − · · · − φpρp

例５： 　AR(1), AR(2) の分散とコレログラム
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1. AR(1): ρ1 = φ1, ρh = φ1ρh−1 = φh
1 (h ≥ 1) 　

γ0 = σ2/(1 − φ1ρ1) = σ2/(1 − φ2
1)

2. AR(2): ρ1 = φ1

1−φ2
, ρh = φ1ρh−1 + φ2ρh−2 (h ≥ 2)

ρ2 = φ1ρ1 + φ2 = (φ2
1 + φ2(1 − φ2)) /(1 − φ2)

γ0 = σ2/(1 − φ1ρ1 − φ2ρ2) = (1 − φ2)σ
2/[(1 + φ2){(1 − φ2)

2 − φ2
1}]

(B) MA(q) モデル yt = m + θ(L)εt

yt = m + εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q = m + θ(L)εt (4)

明らかに，E(yt) = mである．また，

γ0 = V (yt) = σ2(1 + θ2
1 + · · · + θ2

q ),

γ1 = Cov(yt, yt−1)

= E [(εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q) (εt−1 − θ1εt−2 − · · · − θqεt−1−q)]

= σ2(−θ1 + θ1θ2 + · · · + θq−1θq),

γ2 = Cov(yt, yt−2)

= E [(εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q) (εt−2 − θ1εt−3 − · · · − θqεt−2−q)]

= σ2(−θ2 + θ1θ3 + · · · + θq−2θq),

より，ρh = 0 (h ≥ q + 1) である．また，h = 1, 2, · · · , q のとき，

ρh =
−θh + θ1θh+1 + · · · + θq−hθq

1 + θ2
1 + · · · + θ2

q

, (h = 1, 2, · · · , q)

MA(q) モデルの反転可能性 (Invertibility)： MA(q) モデルを AR(∞)で表現でき
ること．そのための条件は，特性方程式

θ(x) = 1 − θ1x− θ2x
2 − · · · − θqx

q = 0

の根の絶対値がすべて１より大きいこと（＝根がすべて単位円外にあること）．

MA(1) の場合：

εt =
1

1 − θ1L
(yt −m)

= [1 + θ1L + (θ1L)2 + · · · ](yt −m)

=
∞∑

j=0

θj
1yt−j − 1

1 − θ1
m

(C) ARMA(p,q) モデル φ(L)yt = m + θ(L)εt

yt = m + φ1yt−1 + · · · + φpyt−p + εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q (5)
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定常性： φ(x) = 1 − φ1x− φ2x
2 − · · · − φpx

p = 0 の根がすべて単位円外

反転可能性： θ(x) = 1 − θ1x− θ2x
2 − · · · − θqx

q = 0 の根がすべて単位円外

例６： 　ARMA(1,1) の MA(∞) 表現

yt =
1

1 − φ1L
(m + (1 − θ1L)εt)

=
1

1 − φ1L
m + [1 + φ1L + (φ1L)2 + · · · ](1 − θ1L)εt

=
1

1 − φ1
m + [1 + (φ1 − θ1)L + φ1(φ1 − θ1)L

2 + · · ·]εt

=
1

1 − φ1

m + εt + (φ1 − θ1)
∞∑

j=0

φj
1εt−1−j

したがって，

E(yt) =
1

1 − φ1

m, γ0 = σ2[1 + (φ1 − θ1)
2

∞∑
j=0

φ2j
1 ] = σ2

[
1 +

(φ1 − θ1)
2

1 − φ2
1

]

γ1 = E




εt + (φ1 − θ1)

∞∑
j=0

φj
1εt−1−j





εt−1 + (φ1 − θ1)

∞∑
j=0

φj
1εt−2−j







= σ2[(φ1 − θ1) + (φ1 − θ1)
2φ1(1 + φ2

1 + φ4
1 + · · ·)]

= σ2 (1 − φ1θ1)(φ1 − θ1)

1 − φ2
1

,

γh = φ1γh−1 (h ≥ 2)

４．偏自己相関 (Partial Autocorrelation)

定義： 定常過程 {yt} のラグ h の偏自己相関とは，次の方程式における解 φhh のことである．




1 ρ1 . . . ρh−1

ρ1 1 . . . ρh−2
...

...
. . .

...
ρh−1 ρh−2 . . . 1







φh1

φh2

·
·

φhh




=




ρ1

ρ2

·
·
ρh




Note: ラグ h の偏自己相関とは，時点 t − h と 時点 t の間に存在する h − 1 個の観測値
yt−h+1, · · · yt−1 の影響を除去したあとの yt−h と yt の相関係数である．

（注）変数 x, y, zを分析対象とする場合，xと y の偏相関係数とは，z の影響を除去したあと
の x と y の相関係数である．

例７： 　定常な AR(p) モデル

yt = m + φ1yt−1 + · · · + φpyt−p + εt
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の偏自己相関は，ラグ p で切断を生じる．

φ11 = ρ1, φ22 =
ρ2 − ρ2

1

1 − ρ2
1

, · · ·, φpp = φp, φhh = 0 (h ≥ p + 1).

例８： 　MA(1) モデル yt = m + εt − θ1εt−1 の偏自己相関は減衰する．

φhh =
−θh

1

1 + θ2
1 + θ4

1 + · · ·, +θ2h
1

例９： 　定常な ARMA(p,q) モデルの偏自己相関は自己相関と同様に切断を生じない．

５．逆自己相関 (Inverse Autocorrelation)

定義： 定常，反転可能な ARMA(p,q) 過程 φ(L)yt = m + θ(L)εt におけるラグ h の逆自己相
関とは，ARMA(q,p) 過程 θ(L)yt = m + φ(L)εt におけるラグ h の自己相関のことである．

例１０： 　AR(p) モデルの逆自己相関は，ラグ pで切断を生じる．

５．AR, MA, ARMA の相互比較（zt = yt − µ）

AR: φ(L)zt = εt MA: zt = θ(L)εt ARMA: φ(L)zt = θ(L)εt

AR 表現 有限列 無限列 無限列

MA 表現 無限列 有限列 無限列

定常性 φ(x) = 0 の根が 常に定常 φ(x) = 0 の根が
すべて |x| > 1 すべて |x| > 1

反転可能性 常に反転可能 θ(x) = 0 の根が θ(x) = 0 の根が
すべて |x| > 1 すべて |x| > 1

自己相関 減衰 切断 減衰 　

偏自己相関 切断 減衰 減衰 　

逆自己相関 切断 減衰 減衰 　
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