
第 3 章「A R M A モ デ ル に 基 づ く 予 測」

１．最良線形不偏予測量 (BLUP: Best Linear Unbiased Predictor)

{yt} を E(yt) = µ の定常過程として，y(T ) = (y1, · · ·, yT )
′ に基づく yT+1 の任意の予測量

を ỹT+1 = f(y(T ))とする．

定義： E(yT+1 − ỹT+1) = 0 (予測誤差の期待値が 0) のとき，ỹT+1 は yT+1 の不偏予測量であ
るという．不偏予測量の中で，予測の平均２乗誤差 MSE(ỹT+1) = E(yT+1 − ỹT+1)

2 を最小に
する予測量を最良不偏予測量（BUP: Best Unbiased Predictor）という．

Note: 予測量が不偏ならば，予測の MSEは予測誤差の分散と一致する．

定理１ BUPは条件付き期待値 E(yT+1|y(T ))である．

[証明]

MSE(ỹT+1) = E
[
(yT+1 − ỹT+1)

2
]

= E
[
{yT+1 −E(yT+1|y(T ))− (ỹT+1 − E(yT+1|y(T )))}2

]
= E

[
{yT+1 −E(yT+1|y(T ))}2

]
+ E

[
{ỹT+1 −E(yT+1|y(T ))}2

]

を得るから，これを最小にする ỹT+1 は，明らかに E(yT+1|y(T ))である．

例１： 　{yt}が平均 µ の正規定常過程であるとき，yT+1 の BUPは

E(yT+1|y(T )) = µ+ Σ12Σ
−1
22 (y(T )− µe) (1)

であり，予測の MSEは

E
[
{yT+1 − E(yT+1|y(T ))}2

]
= E

[{
yT+1 − µ− Σ12Σ

−1
22 (y(T )− µe)

}2
]

= Σ11 − Σ12Σ
−1
22 Σ21

ただし，e = (1, · · ·, 1)′ : T × 1 であり，さらに，

Σ11 = V (yT+1) = γ0, Σ21 = Cov(y(T ), yT+1) = Σ′
12, Σ22 = V (y(T )) : T × T.

Note: 無相関過程ならば，E(yT+1|y(T )) = E(yT+1) = µ

定義： yT+1 の線形予測量 a0 + a1yT + a2yT−1 + · · · + aTy1 の中で，予測の MSE を最小にす
る予測量を最良線形不偏予測量 (BLUP) といい，ŷT+1 で表す．

定理２ BLUP を与える a0 と a = (a1, · · ·, aT )
′ は

a0 = µ

(
1−

T∑
t=1

at

)
, a = Γ−1

T γ(T ) (2)
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である．ここで，

ΓT = [((Cov(ys, yt)))] = [((γs−t))] : T × T, γ(T ) = (γ1, · · ·, γT )
′

[証明]

f(a0, a) = E (yT+1 − a0 − a1yT − a2yT−1 − · · · − aTy1)
2

を a0 と aで偏微分して 0 とおく（正規方程式）ことにより，解を得る．なお，予測量の不偏
性は，a0 による偏微分

E

[
yT+1 − a0 −

T∑
t=1

atyT+1−t

]
= E [yT+1 − ŷT+1] = 0

から必然的に成り立つ（回帰モデルの LSEが不偏であることと同様）．

BLUP ŷT+1 の性質

(a) ŷT+1 = µ+
∑T

t=1 at(yT+1−t − µ), a = Γ−1
T γ(T )

(b) V (yT+1 − ŷT+1) = γ0 − γ(T )′Γ−1
T γ(T )

(c) 正規定常過程では BUP となる．

(d) E[(yT+1 − ŷT+1)yt] = 0 (t = 1, · · ·, T )
(e) BLUP は yT+1 を 1, yT , · · ·, y1 で張られるベクトル空間に射影したものである（性質

E[(yT+1 − ŷT+1)× 1] = 0 および (d) による）．

上の性質 (e)より，Π(x|y)を射影演算子（Projection Operator)とするとき，次のことが成
り立つ．

ŷT+1 = Π(yT+1|1, yT , · · ·, y1) (3)

射影演算子の性質
Q, R を確率変数（分散有限），W を T × 1 の確率ベクトル（共分散行列 Γ），α1, · · ·, αT ,

β を定数とする．

1. Π(Q|W ) = E(Q) + a′(W − E(W )), ただし Γa = Cov(W,Q)

2. E[(Q− Π(Q|W ))2] = V (Q)− a′Cov(W,Q)

3. Π(α1Q+ α2R + β|W ) = α1Π(Q|W ) + α2Π(R|W ) + β

4. Π(
∑T

t=1 αtWt + β|W ) =
∑T

t=1 αtWt + β

5. Cov(W,Q) = 0 ならば Π(Q|W ) = E(Q)
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例２： 　AR(p) モデル yt = m+ φ1yt−1 + · · · + φpyt−p + εt では，(2) 式より, T > p ならば

a = Γ−1
T γ(T ) =




φ1

φ2
...
φp

0
...
0



, a0 = µ(1−

T∑
t=1

at) = µ(1−
p∑

j=1

φj) = m

を得る．他方，射影演算子を使うことにより，

ŷT+1 = Π(yT+1|1, yT , · · ·, y1)

= Π(m+ φ1yT + φ2yT−1 + · · · + φpyT+1−p + εt|1, yT , · · ·, y1)

= m+ φ1yT + φ2yT−1 + · · · + φpyT+1−p

このとき，

MSE(ŷT+1) = γ0 − γ(T )′Γ−1
T γ(T ) = V (εT+1) = σ2

例３： 　MA(1) モデル yt = m+ εt − θ1εt−1 では，(2) を使って

ŷ2 = a0 + a1y1

= m(1− a1) +
γ1

γ0
y1 = m(1− ρ1) + ρ1y1

= m

(
1− −θ1

1 + θ2
1

)
+

−θ1

1 + θ2
1

y1

= m− θ1

1 + θ2
1

(y1 −m)

MSE(ŷ2) = γ0 − γ2
1

γ0

=
1 + θ2

1 + θ4
1

1 + θ2
1

σ2 (4)

注： MA モデルに関する予測は，推定の場合も同様であるが，AR モデルの場合よりも複雑で
ある．予測の場合には，議論を簡単にするために，あたかも無限の過去からの観測値があると
して，ŷT+1 = Π(yT+1|1, yT , · · ·, y1, · · ·)を考えることが多い．このとき，次の事実が成立する．

Π(εt|1, yT , · · ·, y1, · · ·) =
{
0 (t > T )
εt (t ≤ T )

したがって，

Π(y2|1, y1, y0, · · ·) = Π(m+ ε2 − θ1ε1|1, y1, · · ·)
= m− θ1ε1

を得る．このとき，予測誤差分散は

MSE(Π(y2|1, y1, y0, · · ·)) = V (ε2) = σ2
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となり，上の (4) よりも小さくなる．

２．h 期先の予測 (h-step ahead prediction)

定理３ y(T ) = (y1, · · ·, yT )
′ に基づく h 時点先の値 yT+h の BLUPは

ŷT+h = Π(yT+h|1, yT , · · ·, y1)

で与えられる．

例４：AR(1) モデル yt = m+ φ1yt−1 + εt の場合

yT+h = m+ φ1yT+h−1 + εT+h

= m+ φ1(m+ φ1yT+h−2 + εT+h−1) + εT+h

= m(1 + φ1 + · · ·+ φh−1
1 ) + φh

1 yT + εT+h + φ1εT+h−1 + · · ·+ φh−1
1 εT+1

であるから，

ŷT+h = m(1 + φ1 + · · ·+ φh−1
1 ) + φh

1 yT

MSE(ŷT+h) = V (εT+h + φ1εT+h−1 + · · ·+ φh−1
1 εT+1)

= σ2(1 + φ2
1 + φ4

1 + · · ·+ φ
2(h−1)
1 )

→ σ2 1

1− φ2
1

= γ0 (h → ∞)

例５： MA(1) モデル yt = m+ εt − θ1εt−1 では，h ≥ 2 ならば，明らかに

ŷT+h = Π(m+ εT+h − θ1εT+h−1|1, yT , · · ·, y1)

= m (h ≥ 2)

MSE(ŷT+h) = V (εT+h − θ1εT+h−1)

= σ2(1 + θ2
1) = γ0 (h ≥ 2)

３．射影の応用 (Application of projection)

再帰的射影（Recursive projection）
まず，y を 1, x1, x2 に射影する（＝ 1, x1, x2 に基づいて y を予測する）ことにより，次の

表現が得られる．

y = Π(y|1, x1, x2) + ε = a0 + a1x1 + a2x2 + ε (5)

ここで，

E(ε) = 0, E(x1ε) = 0, E(x2ε) = 0

次に，(5) の両辺を 1 と x1 に射影して，

Π(y|1, x1) = a0 + a1x1 + a2Π(x2|1, x1) (6)
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を得る．(5) から (6) を差し引いて，

y − Π(y|1, x1) = a2 (x2 − Π(x2|1, x1)) + ε

右辺第１項と第２項は直交するから，

Π (y −Π(y|1, x1)|x2 − Π(x2|1, x1)) = a2 (x2 − Π(x2|1, x1))

となり，したがって

y = Π(y|1, x1) + Π (y − Π(y|1, x1)|x2 − Π(x2|1, x1)) + ε (7)

を得る．(5) と (7)から，

Π(y|1, x1, x2) = Π(y|1, x1) + Π (y − Π(y|1, x1)|x2 −Π(x2|1, x1))

一般に，次の recursive projectionに関する定理が成り立つ．

定理４ Ω を確率変数の集合とするとき，

Π(y|Ω, x) = Π(y|Ω) + Π (y −Π(y|Ω)|x− Π(x|Ω)) (8)

定理４から，次の繰り返し射影の法則（Law of iterated projections）が得られる

定理５

Π(Π(y|Ω, x)|Ω) = Π(y|Ω)
[証明] (8) は

Π(y|Ω, x) = Π(y|Ω) + a(x−Π(x|Ω))
と表すことができるから，この両辺を Ωに射影することにより結果を得る．ここで，次の事実
を使った．

Π(x−Π(x|Ω)|Ω) = 0, Π(Π(y|Ω)|Ω) = Π(y|Ω)
射影の考え方を使って，偏自己相関に関して次のことが成り立つ．

定理６定常過程 {yt}における時差 hの自己相関は，２つの予測誤差 yt−Π(yt|yt+1, · · ·, yt+h−1)
と yt+h − Π(yt+h|yt+1, · · ·, yt+h−1) の自己相関係数に等しい．
[証明の方針] 時差 h の偏自己相関を φhh とするとき，次のことを証明すればよい．

φhh =
Cov(ỹt, ỹt+h)√
V (ỹt)V (ỹt+h)

ここで，

ỹt = yt − Π(yt|yt+1, · · ·, yt+h−1)

ỹt+h = yt+h − Π(yt+h|yt+1, · · ·, yt+h−1)
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