
第 4 章「多 変 量 確 率 ベ ク ト ル の 分 布」

１．同時分布関数（Joint Distribution Function）

・同時分布関数 n 個の確率変数 X1, · · · , Xn に対して，

F (x1, ·, xn) = P (X1 ≤ x1, · · · , Xn ≤ xn)

を (X1, · · · , Xn) の同時分布関数という．

・周辺分布関数

Fi(xi) = F (∞, · · · ,∞, xi,∞, · · · ,∞) = P (Xi ≤ xi), i = 1, · · · , n
を，Xi の周辺分布関数という．

・同時密度関数 連続的な場合には，同時密度関数

f(x1, ·, xn) =
∂n

∂x1 · · ·∂xn

F (x1, ·, xn)

が定義される．

２．確率ベクトルの期待値と分散

以下，X, Y は n 次元確率ベクトル，a, b は n 次元定数ベクトルとする．これらは，列ベ
クトルで定義される．すなわち，

X =




X1
...

Xn


 , Y =




Y1
...

Yn


 , a =




a1
...

an


 , b =




b1
...
bn




また，A を n × p の行列，B を m × q の行列とする．すなわち，

A =




a11 a12 . . . a1p

a21 a22 . . . a2p
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . anp


 , B =




b11 b12 . . . b1q

b21 b22 . . . b2q
...

...
. . .

...
bm1 bm2 . . . bmq




・転置行列　行列 A の転置行列を A′ で表す．列ベクトル X の転置 X ′ は行ベクトルとな
る．X ′X はスカラーで X の要素の 2 乗和となる．

・平均ベクトル

E(X) =




E(X1)
...

E(Xn)


 =




µ1
...

µn


 = µX
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・分散共分散行列

V (X) = E [(X − µX)(X − µX)′] =




Cov(X1, X1) Cov(X1, X2) . . . Cov(X1, Xn)
Cov(X2, X1) Cov(X2, X2) · · · Cov(X2, Xn)

...
...

. . .
...

Cov(Xn, X1) Cov(Xn, X2) . . . Cov(Xn, Xn)


 = Σ

（問１）E(XX ′) = Σ + µXµ′
X となることを示せ．

・線形結合のモーメント

E(a′X) = a′E(X) = a′µX , V (a′X) = a′V (X)a = a′Σa

（問２）X1, · · · , Xn が互いに独立で，同一分布に従うとき，標本平均 X̄ に対して，次のことが
成り立つことを示せ．

E(X̄) = E(X1), V (X̄) =
1

n
V (X1)

・線形変換のモーメント

E(A′X) = A′E(X) = A′µX , V (A′X) = A′V (X)A = A′ΣA

・2 次形式の期待値 C を n × n の対称行列とするとき，

E(X ′CX) = tr (CΣ) + µ′
XCµX

（注） スカラーの場合は，E(cX2) = c(σ2 + µ2
X).

・2 つの確率ベクトルの共分散

Cov(X, Y ) = E [(X − µX)(Y − µY )′] =




Cov(X1, Y1) Cov(X1, Y2) . . . Cov(X1, Ym)
Cov(X2, Y1) Cov(X2, Y2) · · · Cov(X2, Ym)

...
...

. . .
...

Cov(Xn, Y1) Cov(Xn, Y2) . . . Cov(Xn, Ym)




３．多次元確率分布の例

・多項分布 MN(n; p, q)

k 通りの事象 A1, · · · , Ak のいずれかが確率 P (Ai) = pi で起きる独立試行を n 回行うも
のとする．このとき，それぞれの事象が起きる回数 X1, · · · , Xk の同時確率分布は

P (X1 = x1, · · · , Xk = xk) =
n!

x1! · · · xk!
px1

1 · · · pxk
k

で与えられる．この分布を多項分布といい，MN (n; p1, · · · , pk) で表す．
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・共分散と相関係数

Cov(Xi, Xj) = −npipj, Corr(Xi, Xj) = −
(

pi

1 − pi

pj

1 − pj

)1/2

・順序統計量への応用
X1, · · · , Xn を独立，同一分布に従う確率変数とするとき，これらを小さい方から並べて

できるもの X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n) を順序統計量という． X1, · · · , Xn が独立，同一分布に
従っても，X(1), X(2), · · · , X(n) は独立でなく，同一分布にも従わない．

・順序統計量の周辺分布：確率変数 Xr の分布関数を F (x) とするとき，X(r) の分布関数 Fr(x)
と，密度関数（存在する場合）は次のように求めることができる．

Fr(x) = P
(
X(r) ≤ x

)
=

n∑
i=r

P
(
X(i) ≤ x < X(i+1)

)

=
n∑

i=r

(
n
i

)
(F (x))i (1 − F (x)))n−i

fr(x) =
d Fr(x)

d x
= r

(
n
r

)
(F (x))r−1 (1 − F (x))n−r f(x)

（例）[0, 1] 上の一様分布の場合

fr(x) = r
(

n
r

)
xr−1 (1 − x)n−r

・順序統計量の同時密度：順序統計量 X(r) と X(s) (r < s)の同時密度関数（存在を仮定）frs(x, y)
は多項分布の確率を考えることにより，次のように求めることができる．

frs(x, y) =
n!

(r − 1)! (s − r − 1)! (n − s)!
(F (x))r−1 f(x) (F (y)− F (x))s−r−1 f(y) (1 − F (y))n−s

・多変量正規分布

n 次元確率ベクトル X の密度関数が

f(x) =
1√

2π
n |Σ|1/2

exp
{
−1

2
(x − µ)′ Σ−1 (x − µ)

}

と表されるとき，X は n 次元正規分布に従うといい，X ∼ Nn(µ, Σ) と表す．ここで，

µ = E(X), Σ = V (X) = E [(X − µ)(X − µ)′] :正値対称
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n 次元多変量正規分布の性質

1. X ∼ Nn(µ, Σ) ならば，Z = Σ−1/2 (X − µ) ∼ Nn(0, In)

2. Z ∼ Nn(0, In) ならば， X = µ + Σ1/2 Z ∼ Nn(µ, Σ)

3. X2|X1 ∼ N
(
µ2 + Σ21Σ

−1
11 (X1 − µ1), Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12

)
ここで，

X =
(

X1

X2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
,

(
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

)

4. X1 と X2 が多変量正規で互いに独立 ⇔ Cov(X1, X2) = Σ12 = 0

（注）正値対称行列 Σ に対して，平方根行列 Σ1/2 は次のように定義される．

PΣP ′ = Λ （P は直交行列，Λ は対角要素がすべて正の対角行列）

⇒ Σ = P ′ΛP = P ′Λ1/2Λ1/2P = P ′Λ1/2PP ′Λ1/2P

⇒ Σ1/2 = P ′Λ1/2P

・n 次元多変量正規分布の積率母関数

まず，Z ∼ N(0, In) のとき，

MZ(t) = E (exp(t′Z)) = E (exp(t1Z1 + · · ·+ tnZn))

=
n∏

j=1

E (exp(tjZj)) =
n∏

j=1

exp
(

1

2
t2j

)

= exp
(

1

2
t′t
)

が成り立つから，X = µ + Σ1/2Z ∼ N(µ, Σ) に対しては

MX(t) = E (exp(t′X)) = E
(
exp(t′(µ + Σ1/2Z))

)
= exp(t′µ)E

(
exp(t′Σ1/2Z)

)
= exp(t′µ)E

(
exp

((
Σ1/2t

)′
Z
))

= exp(t′µ) exp
(

1

2

(
Σ1/2t

)′
Σ1/2t

)

= exp
(
t′µ +

1

2
t′Σt

)

（問）積率母関数を使って，X ∼ N(µ, Σ) のとき，E(X1X2X3) を求めよ．
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４．大数の法則（Law of Large Numbers: LLN）

定理（大数の弱法則: WLLN）確率変数の列 X1, X2, · · · , Xn が互いに独立に平均 µ，分散 σ2

の同一分布に従うとき，標本平均 X̄n は µ に確率収束する．すなわち，任意の正数 ε に対して

lim
n→∞P

(
|X̄n − µ| ≥ ε

)
= 0

[証明]　チェビシェフの不等式を使う．

５．中心極限定理（Central Limit Theorem: CLT）

定理: CLT 確率変数の列 X1, X2, · · · , Xn が互いに独立に平均 µ，分散 σ2 の同一分布に従うと
き，標本平均 X̄n を標準化した量は N(0,1) に分布収束する．すなわち，

Zn =

√
n(X̄n − µ)

σ
=

∑n
j=1(Xj − µ)√

nσ
−→ N(0, 1)

[証明] Zn の特性関数が N(0,1) の特性関数に収束することをいえばよい．まず，Xj を標準化
した量 Yj = (Xj − µ)/σ の特性関数

φ(t) = E
(
exp

(
it

Xj − µ

σ

))
= E(exp(itYj))

を定義する．このとき，Zn の特性関数は

φn(t) = E(exp(itZn)) = E

(
exp

(
it

∑n
j=1(Xj − µ)√

nσ

))

= E

(
exp

(
it

∑n
j=1 Yj√

n

))
=

n∏
j=1

E

(
exp

(
itYj√

n

))

=

{
φ

(
t√
n

)}n

となる．ここで，E(Yj) = 0, E(Y 2
j ) = 1 に注意して，テーラー展開を使うことにより

φ

(
t√
n

)
= E

(
exp

(
itYj√

n

))

= E


1 +

itYj√
n

+
1

2!

(
itYj√

n

)2

+ · · ·



= 1 − t2

2n
+ o

(
1

n

)

を得る（この点に関する厳密な証明は，例えば Shiryayev, A.N. の Probability, Springer-Verlag
を見よ）．このことから，

φn(t) = φ

(
t√
n

)
=

(
1 − t2

2n
+ o

(
1

n

))n

→ exp

(
−t2

2

)
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となり，N(0,1) の特性関数が得られる．

６．正規近似（Normal Approximation）

・正規近似：X1, X2, · · · , Xn が互いに独立に平均 µ, 分散 σ2 の同一分布に従うとき，和 X1 +
X2 + · · · + Xn がほぼ正規分布に従うこと（CLT）を使って，和に関連した確率の近似計算を
行うこと．

例１：一様分布の場合　X1, X2, X3, X4 が互いに独立に [10,20] 上の一様分布に従うとき，和
Y = X1 + X2 + X3 + X4 が 70 以上となる確率の近似値を求める．

[解] まず，E(X1) = 15, V (X1) = (20 − 10)2/12 = 100/12 であるから，

E(Y ) = E(X1 + X2 + X3 + X4) = 4 × E(X1) = 60, V (Y ) = 4 × V (X1) =
100

3

となる．したがって，Z = (Y − 60)/
√

100/3 がほぼ N(0,1) であることを使って，

P (Y ≥ 70) = P


Z ≥ 70 − 60√

100/3


 = P (Z ≥

√
3)

∼= 0.042

を得る（正確な値は 1/24 = 0.042 である）．

例２：二項分布の場合 成功の確率が 0.3 の独立試行において，20 回のうち 7 回以上成功する
確率の近似値を求める．

[解] X ∼ BN(n, p) ならば，Z = (X − np)/
√

np(1 − p) がほぼ N(0,1) に従うから，X ∼
BN(20, 0.3) のとき，

P (X ≥ 7) = P

(
Z ≥ 7 − 6√

20 × 0.3 × 0.7

)
= P (Z ≥ 0.488)

∼= 0.31

を得る．正確な値は

P (X ≥ 7) =
20∑

k=7

20Ck 0.3k 0.720−k = 0.392

となるので，若干の乖離がある．

・不連続補正 離散分布の場合の近似を改善するための補正であり，二項分布の場合には次のよ
うに補正する．X ∼ BN(n, p) のとき，

P (X ≥ j) = P (X ≥ j − 0.5), P (X ≤ k) = P (X ≤ k + 0.5)

・例２の場合

P (X ≥ 7) = P (X ≥ 6.5) = P

(
Z ≥ 6.5 − 6√

4.2

)
= P (Z ≥ 0.244)

= 0.404
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